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Modeliranje vode s potencialom vrtnice 
Povzetek: Z lastnim računalniškim programom za simulacijo Monte Carlo v NpT 
ansamblu sem preučeval strukturne in termodinamske lastnosti preprostega 
dvodimenzionalnega modela vode z enim interakcijskim mestom. Eno samo kotno 
prostostno stopnjo, s katero opišemo vodikovo vez med dvema molekulama vode, so 
predstavljale sinusoidne krivulje iz družine vrtnic. V delu sem uporabljal trilistno 
krivuljo oblike sin(3𝜃) po kateri je model dobil ime »model vode s potencialom 
vrtnice«. V primerjavi s sorodnim 2D Mercdes-Benzovim (MB) modelom, ki ima štiri 
interakcijska mesta, je model vode s potencialom vrtnice zaradi manjšega števila 
interakcijskih mest med sosednjimi molekulami vode računsko bolj učinkovit. Z 
ustrezno izbiro parametrov modela dobimo dobro skladanje z MB modelom vode: 
model je strukturno podoben MB vodi in kaže kvalitativno enake za vodo značilne 
anomalne lastnosti. V delu bo predstavljen vpliv parametrov modela in temperature na 
potek parske porazdelitvene funkcije ter temperaturna odvisnost gostote, toplotne 
kapacitete, izotermne stisljivost in koeficienta toplotnega raztezka. Izbrane 
termodinamske količine in parska porazdelitvena funkcija pri različnih temperaturah 
bodo primerjane z rezultati MB modela. 
 
Ključne besede: simulacija Monte Carlo, model vode s potencialom vrtnice, parska 
porazdelitvena funkcija, gostota, toplotna kapaciteta, izotermna stisljivost, koeficient 
temperaturnega raztezka 
 
  
Modelling water with rose function potential 
Abstract: Using my own computer program for Monte Carlo simulation in NpT 
ensemble, I explored structural and thermodynamic properties of a simple two-
dimensional single-point water model. A single angular degree of freedom, describing 
the hydrogen bonding between two water molecules, is accounted for through 
sinusoidal rose curves. A 3-petal curve of the general form sin(3𝜃) was used and the 
model was therefore named rose water. Compared to its analogue, i.e. a four-site 2D 
Mercedes Benz (MB) model, the rose water is computationally more efficient due to the 
resulting decrease in the number of pairwise interaction sites between neighbouring 
waters. Proper selection of model’s potential parameters gives good agreement with the 
MB water model: it is structurally similar to MB water and exhibits qualitatively same 
water-like anomalous behaviour. The work will present the effect of model’s parameters 
and temperature on pair distribution function, as well as temperature dependence of 
density, isothermal compressibility, coefficient of thermal expansion, and heat capacity. 
Selected thermodynamic properties and pair distribution function will be compared to 
the results of MB model for various temperatures. 
 
Keywords: Monte Carlo simulation, rose-water model, pair distribution function, 
density, heat capacity, isothermal compressibility, coefficient of thermal expansion 
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Seznam uporabljenih kratic in simbolov  
LJ  Lennard-Jones 
MB  Mercedes-Benz 
MC  Monte Carlo 
g(r)  parska porazdelitvena funkcija 
ρ  številska gostota 
N  število delcev 
T (𝑇∗)  temperatura (reducirana temperatura) 
p (𝑝∗)  tlak (reducirana tlak) 
V (𝑉∗)  volumen (reduciran volumen) 
r (𝑟∗)  razdalja (reducirana razdalja) 
H (𝐻∗)  entalpija (reducirana entalpija) 
L  dolžina roba simulacijske škatle 
θ  polarni kot 
𝑈(𝜃𝑖𝑗)  orientacijski del potenciala za opis vodikove vezi  
  med delcema i in j 
𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗  vektor razdalje med delcema i in j 
𝐀(𝜃)  rotacijska matrika 
𝑟𝑖𝑗  dolžina vektorja 𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝑠(𝑟𝑖𝑗)  kubična preklopna funkcija 
𝑟𝐻𝐵  dolžina vodikove vezi 
𝑟𝑙, 𝑟𝑢  spodnja in zgornja meja v kubični preklopni funkciji 
𝑟𝑓𝑤ℎ𝑚  širina na polovici maksimuma funkcije 𝑠(𝑟𝑖𝑗) 
𝑈𝐿𝐽(𝑟𝑖𝑗)  LJ potencial 
𝜎𝐿𝐽, 𝜖𝐿𝐽  parametra za LJ potencial 
𝜎  širina Gaussove funkcije 
𝑈𝐻𝐵(𝑟𝑖𝑗,  𝜃𝑖𝑗)  potencial za opis vodikove vezi 
𝜖𝐻𝐵  jakost vodikove vezi 
𝑈𝑣𝑟𝑡𝑛𝑖𝑐𝑎(𝑟𝑖𝑗,  𝜃𝑖𝑗) celoten potencial, vsota LJ potenciala in potenciala  
  za opis vodikove vezi 
𝑘𝐵  Boltzmannova konstanta 
𝑝𝑖  verjetnost, da se sitem nahaja v stanju i 
𝑝𝑖𝑗  verjetnost za prehod iz stanja i v stanje j 
𝐶𝑝
∗  reducirana toplotna kapaciteta 
𝜅∗  reducirana izotermna stisljivost 
𝛼∗  reduciran koeficient temperaturnega raztezka 
 
 
  
 
  
1 
1 UVOD 
 
Kljub številnim raziskavam, velja voda še vedno za nenavadno in slabo pojasnjeno 
tekočino [1-2]. V primerjavi z mnogimi preprostejšimi tekočinami, ima voda veliko 
anomalnih lastnosti, kot so npr. temperatura maksimalne gostote v tekoči fazi, 
nenavadno visoka površinska napetost in temperaturi tališča ter vrelišča, minimum v 
izotermni kompresibilnosti kot funkciji temperature ter visoka toplotna kapaciteta skozi 
celotno tekočo fazo [1-3]. Te anomalije pripisujemo zmožnosti vode, da tvori 
tetraedrično koordinirano mrežo vodikovih vezi [1-3]. 
Za razlago lastnosti vode je na voljo več teoretičnih modelov. Ti se med seboj 
razlikujejo po kompleksnosti ter s tem tudi v računski zahtevnosti ter namenu uporabe. 
Najbolj temeljit je kvantno mehanski nivo modelov, saj izrecno obravnava vsa atomska 
jedra in elektrone [3]. Na tem nivoju je potrebno rešiti Schrödingerjevo enačbo za 10 
elektronov v molekuli, iz česar dobimo podatke o kovalentni vezi med vodikovima 
atomoma in atomom kisika [3]. Z ab initio kvanto mehanskim modeliranjem lahko 
preučujemo naravo vezi med molekulami vode v majhnih gručah, smo pa zaradi izredne 
računske zahtevnosti omejeni na zelo majhne sisteme [3]. 
Poleg kvantno mehanskega opisa, je na voljo več atomističnih modelov vode [3]. Ti 
modeli so primerni za opis ene ali večih fizikalnih lastnosti vode, kot so denimo 
radialna porazdelitvena funkcija, anomalija v gostoti, izparilna toplota in dipolni 
moment [4]. Med seboj se razlikujejo tudi po številu interakcijskih mest [4]. Pri 
enostavnejših modelih s tremi interakcijskimi mesti atomi kisik interagirajo preko 
Lennard-Jonsovega (LJ) potenciala, s čimer je definirana tudi velikost celotne molekule, 
medtem ko vodikove vezi ponazorimo s Coulombovim potencialom, ki ga pripišemo 
naboju vodikovih in kisikovih jeder [4].  
Še manj zahtevni so »grobo-zrnati« (angl. coarse-grained) modeli, kjer skupino atomov 
– molekulo vode, ali celo več molekul vode – predstavimo z enim interakcijskim 
mestom [3,5]. Na ta način zmanjšamo število prostostnih stopenj, kar omogoča, da 
simulacije molekulske dinamike ali Monte Carlo izvajamo manj časa [5]. Nekoliko 
drugačen je pristop, kjer molekule vode obravnavamo kot sferično simetrične [3]. Pri 
tem si pomagamo z izotropnimi potenciali z mehko sredico (angl. isotropic core-
softened potentials) [3]. Namesto tetraedričnih, orientacijsko odvisnih vodikovih vezi 
model predpostavlja, da so vezi močne na majhnih medmolekulskih razdaljah in 
šibkejše na večjih razdaljah [3]. S tem modelom je moč zajeti nekatere termodinamske, 
strukturne in dinamične anomalije vode, kljub neupoštevanju orientacijsko odvisnih 
vodikovih vezi [3]. 
Eden najenostavnejših modelov vode je Mercedes-Benzov (MB) model [3,6]. Prvotno 
se je razvil kot dvodimenzionalen model [3,6]. Le-ta molekule vode predstavi kot diske 
s tremi rokami, ki predstavljajo vodikove vozi, kot v logotipu Mercedes-Benza [3,6]. 
2 
Interakcije med molekulami so tako sestavljene iz LJ interakcije in orientacijsko 
odvisne interakcije vodikovih vezi [3,6]. Takšni enostavni modeli so pomembni, saj so 
zaradi majhne računske zahtevnosti bolj fleksibilni in tako primerni za pridobivanje 
informacij, ki jih z bolj detajlnimi modeli ne moremo pridobiti [6]. Tako lahko s 
preprostejšimi modeli pokrijemo veliko širši spekter pogojev in spremenljivk [6]. 
Primerni so tudi za računanje statistično-mehanskih povprečji in s tem denimo izračun 
entalpij, entropij, toplotnih kapacitet, izotermne stisljivosti itd. [3,6]. 
Podoben MB modelu vode je tudi model vode s potencialom vrtnice (angl. rose water 
model), ki sem ga uporabil pri svojem diplomskem delu. Le-ta za potencialno funkcijo 
za opis vodikove vezi vzame matematično funkcijo iz družine parametričnih krivulj, ki 
jih imenujemo vrtnice ali rodoneje.  
 
  
3 
2 NAMEN DELA 
 
Namen tega diplomskega dela je bil najprej napisati računalniški program za simulacijo 
Monte Carlo (MC) v izotermno-izobarnem (NpT) statističnem ansamblu, s katerim bo 
mogoče raziskati termodinamske in strukturne lastnosti modela vode s potencialom 
vrtnice. Uporabil sem programski jezik Python. 
Nato je bil namen poiskati takšne parametre modela vode s potencialom vrtnice, pri 
katerih se parska porazdelitvena funkcija, g(r), tega modela kar najbolje ujema s tisto od 
Mercedes-Benz modela vode pri danih pogojih.  
Nadalje je bil namen izračunati temperaturno odvisnost gostote, toplotne kapacitete, 
izotermne stisljivosti in koeficienta temperaturnega raztezka. Dobljene temperaturne 
odvisnosti termodinamskih količin in strukture sem primerjal z rezultati MB modela 
vode. Poudaril sem tudi, katere so prednosti uporabe modela vode s potencialom vrtnice 
pred MB modelom. 
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3 MODELNI SISTEM 
 
Luigi Guido Grandi (1671 – 1742) je v dvajsetih letih osemnajstega stoletja družino 
sinusoidnih krivulj oblike  
 𝑟 =  𝑎 cos(𝑘𝜃) (1) 
poimenoval rodoneje oziroma vrtnice. V tem zapisu predstavljata r in θ polarni 
koordinati, a pa je amplituda (dolžina vsakega lista). V primeru, ko je k celo število 
(𝑘 ∈ ℤ), ima vrtnica 2k listov za paren k in k listov za neparen k. V kartezični obliki se 
enačba 1 glasi  
 𝑥 =  𝑎 cos(𝑘𝜃) cos(𝜃) (2) 
 𝑦 =  𝑎 cos(𝑘𝜃) sin(𝜃) (3) 
Oblika vrtnice s tremi listi, 𝑟 = 𝑎 sin (3𝜃), je prikazana na sliki 1. Na isti sliki je 
prikazana tudi odvisnost 𝑎 sin(3𝜃) od polarnega kota θ. Vidimo lahko, da za θ ∈ [0, 2π] 
funkcija oscilira okoli ničle z magnitudo ±𝑎. 
 
Slika 1: (a) Funkcija 𝑟 = 𝑠𝑖𝑛 (3𝜃) v kartezičnih koordinatah in (b) odvisnost 𝑠𝑖𝑛 (3𝜃) od polarnega kota 
θ. V obeh primerih je 𝑎 = 1. 
V kolikor takšno funkcijo vzamemo za interakcijski potencial med delci, dobimo tako 
odbojni kot privlačni del, odvisno od vrednosti kota θ. Na obliko takšne potencialne 
funkcije lahko vplivamo, če združimo več rodonej, in sicer na sledeč način: 
 𝑟 = ∑ 𝑎𝑖 sin
𝑖(𝑘𝑖𝜃)
𝑀
𝑖=1  (4) 
V pričujočem delu sem uporabil le prva dva člena:  
 𝑟 = 𝑎1sin(3𝜃) + 𝑎2 sin
2(3𝜃) (5) 
6 
Oblika te funkcije glede na kot θ je za različne vrednosti koeficientov 𝑎1 in 𝑎2 
prikazana na sliki 9 in jo bomo komentirali kasneje.  
Tovrstno potencialno funkcijo lahko uporabimo kot del interakcijskega potenciala med 
dvema delcema (i in j), pri čemer θij definiramo kot polarni kot delca j v koordinatnem 
sistemu delca i. Orientacijski del potencialne funkcije ima torej obliko: 
 𝑈𝑖(𝜃𝑖𝑗) = 𝑎1sin(3𝜃𝑖𝑗) + 𝑎2 sin
2(3𝜃𝑖𝑗) (6) 
Da izračunamo sin(3𝜃𝑖𝑗) postopamo takole: Delcu i pripada kartezična koordinata (xi, 
yi) ter kot θi , delcu j pa koordinata (xj , yj) in kot θj . θi (θj) je kot, ki zasuka delec i (j) iz 
laboratorijskega koordinatnega sistema v koordinatni sistem delca i (j). Vsakemu paru 
(i, j) pripada vektor razdalje med njima  
 𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
𝑦𝑗 − 𝑦𝑖
] ≡ [
𝑥𝑖𝑗
𝑦𝑖𝑗
] (7) 
Da lahko določimo interakcijski potencial, moramo najprej določiti lego delca j v 
potencialnem polju delca i in obratno. Zasukati moramo vektor 𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗ v koordinatni sistem 
delca i (oziroma j). To storimo s pomočjo rotacijske matrike, 𝐀(𝜃), na sledeč način: 
 𝑑𝑖𝑗′⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐀(𝜃𝑖) ∙ 𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [
cos(𝜃𝑖) − sin(𝜃𝑖)
sin(𝜃𝑖) cos(𝜃𝑖)
]  ∙  [
𝑥𝑖𝑗
𝑦𝑖𝑗
] = [
𝑥𝑖𝑗
′
𝑦𝑖𝑗
′ ] (8) 
Potencial delca i, 𝑈𝑖(𝜃𝑖𝑗), je dan torej s točko (𝑥𝑖𝑗
′ , 𝑦𝑖𝑗
′ ). Iz geometrije vemo, da se 
sin(3𝜃) v kartezičnih koordinatah zapiše kot (3𝑥2𝑦 − 𝑦3 )/(𝑥2 + 𝑦2 )3/2, iz česar 
sledi, da je  
 sin(3𝜃𝑖𝑗) =
3𝑥𝑖𝑗
′2𝑦𝑖𝑗
′ −𝑦𝑖𝑗
′3
𝑟𝑖𝑗
3  (9) 
pri čemer je 𝑟𝑖𝑗 = √𝑥𝑖𝑗
2 + 𝑦𝑖𝑗
2  dolžina vektorja 𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗. Na enak način izračunamo tudi 
potencial za delec j, 𝑈𝑗(𝜃𝑗𝑖), pri čemer uporabimo 𝑑𝑗𝑖⃗⃗ ⃗⃗   = −𝑑𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ter kot θj za rotacijo. 
Celoten prispevek je torej 
 𝑈(𝜃𝑖𝑗) = 𝑈𝑖(𝜃𝑖𝑗) + 𝑈𝑗(𝜃𝑗𝑖) (10) 
Poudarimo, da je potencial 𝑈(𝜃𝑖𝑗) povsem orientacijski, odvisen zgolj od θij. Da bomo 
lahko takšno potencialno funkcijo uporabili kot mimik Mercedes-Benzovega modela 
vode, moramo uvesti še odvisnost od razdalje. V tem delu sem v ta namen uporabil 
dvostransko kubično preklopno funkcijo, s(r), ki ima obliko [7] 
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 𝑠(𝑟𝑖𝑗) =
{
  
 
  
 
0, 𝑟𝑖𝑗 < 𝑟𝑙
(𝑟𝑙+2𝑟𝑖𝑗−3𝑟HB)(𝑟𝑙−𝑟𝑖𝑗)
2
(𝑟𝑙−𝑟HB)
3 , 𝑟𝑙 ≤ 𝑟𝑖𝑗 < 𝑟HB
(𝑟𝑢+2𝑟𝑖𝑗−3𝑟HB)(𝑟𝑢−𝑟𝑖𝑗)
2
(𝑟𝑢−𝑟HB)3
, 𝑟HB ≤ 𝑟𝑖𝑗 < 𝑟𝑢
0, 𝑟𝑢 ≤ 𝑟𝑖𝑗
 (11) 
kjer je 𝑟HB dolžina vodikove vezi, 𝑟𝑙 in 𝑟𝑢 pa spodnja oz. zgornja meja do koder še 
upoštevamo potencial vodikove vezi. V primeru simetrične preklopne funkcije velja 
|𝑟HB − 𝑟𝑙| = |𝑟HB − 𝑟𝑢| = 𝑟FWHM, kjer 𝑟FWHM predstavlja širino na polovici maksimuma 
funkcije 𝑠(𝑟𝑖𝑗). Oblika preklopne funkcije ter primerjava z Gaussovo funkcijo 
(Mercedes-Benz voda) je prikazana na sliki 2. 𝑟∗ na sliki predstavlja reducirano 
razdaljo, 𝑟∗ = 𝑟/𝑟HB. 
 
 
Slika 2: Primerjava preklopnih funkcij, s(r), uporabljenih pri računih z modelno vodo s potencialom 
vrtnice (enačba 11; rdeča črta) ter pri računih z Mercedes-Benz vodo (𝑠(𝑟)  = 𝑒𝑥𝑝 [(𝑟 − 𝑟𝐻𝐵)
2/(2𝜎2)]; 
črna črta). Parametri modela so podani v tabeli 1: 𝑟𝐹𝑊𝐻𝑀 = 𝑟𝐻𝐵/5 = 0,2;𝜎 = 0, 085. 
 
Da dobimo potencial, ki odgovarja vodikovi vezi med dvema molekulama vode glede 
na njuno razdaljo (rij) in orientacijo (θij), pomnožimo 𝑈(𝜃𝑖𝑗) s preklopno funkcijo ter 
pripišemo zraven še energijsko vrednost vodikove vezi, 𝜖HB 
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 𝑈𝐻𝐵,𝑖(𝑟𝑖𝑗,  𝜃𝑖𝑗) =
𝜖𝐻𝐵
2
 ·  𝑠(𝑟𝑖𝑗) · 𝑈𝑖(𝜃𝑖𝑗) (12) 
 
Faktor 1/2 je zato, ker člen ij prispeva le polovico vodikove vezi, člen ji pa drugo 
polovico. Celotna potencialna funkcija je nato vsota Lennard-Jonesovega člena ter 
𝑈HB(𝑟𝑖𝑗,  𝜃𝑖𝑗) 
 𝑈vrtnica(𝑟𝑖𝑗,  𝜃𝑖𝑗) = 𝑈LJ(𝑟𝑖𝑗) + 𝑈HB(𝑟𝑖𝑗,  𝜃𝑖𝑗) (13) 
kjer je  
 𝑈LJ(𝑟𝑖𝑗) = 4𝜀LJ [(
𝜎LJ
𝑟𝑖𝑗
)
12
− (
𝜎LJ
𝑟𝑖𝑗
)
6
] (14) 
 
Parametre modela (tabela 1) sem prilagodil tako, da se je parska porazdelitvena 
funkcija, g(r), kar najbolje ujemala z Mercedes-Benz vodo pri pogojih 𝑇∗ = 0,2 in 𝑝∗ =
0,19. Primerjava je prikazana na sliki 3. 𝑇∗in 𝑝∗sta reducirana temperatura oz. tlak: 
𝑇∗ =
𝑘𝐵𝑇
|𝜀HB|
, 𝑝∗ =
𝑝𝑉
𝑉∗|𝜀HB|
 .𝑉∗ je reduciran volumen 𝑉∗ =
𝑉
𝑟HB
2 . 
 
 
Slika 3: Primerjava parskih porazdelitvenih funkcij, g(r), modelne vode s potencialom vrtnice (enačba 
13; rdeča črta) in Mercedes-Benz vode (simboli) pri 𝑇∗ = 0,2 in𝑝∗ = 0,19. Parametri modela so podani v 
tabeli 1. 
 
Tabela 1: Parametri modelne vode s potencialom vrtnice 
𝑟HB 𝜖HB 𝑎1 𝑎2 𝑟FWHM 𝜎LJ 𝜖LJ 
1,0 1,0 0,55 -0,45 0,2 0,7 0,1 
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Na sliki 4 je prikazana oblika funkcije 5 v odvisnosti od kota θ ter oblika Lennard-
Jonesovega potenciala. Parametri so podani v tabeli 1. 
  
Slika 4: (a) Oblika funkcije 𝑎1 𝑠𝑖𝑛 (3𝜃)  +  𝑎2 𝑠𝑖𝑛 
2(3𝜃) v odvisnosti od kota θ in (b) Lennard-Jonesov 
potencial (enačba 14). Parametri so podani v tabeli 1. 
10 
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4 METODA DELA 
 
Za izračun termodinamskih in strukturnih lastnosti vode s potencialom vrtnice sem 
uporabil računalniško simulacijo Monte Carlo (MC). V programskem jeziku Python 3.5 
sem napisal računalniški program, s pomočjo katerega sem izračunal želene lastnosti in 
fizikalne količine modela vode. 
 
4.1 SIMULACIJA MONTE CARLO 
 
Metoda Monte Carlo temelji na ponavljanju naključnih dogodkov. Razvili so jo von 
Neumann, Ulam in Metropolis ob koncu druge svetovne vojne za preučevanje difuzije 
nevtronov v fisijskem materialu [8,9]. Dandanes se metoda pogosto uporablja v kemiji 
za računanje termodinamskih količin in porazdelitvenih funkcij delcev, prav tako pa se 
uporablja tudi v drugih naravoslovnih in družboslovnih vedah [8-10]. 
 
4.2 IZOTERMNO-IZOBARNI MONTE CARLO 
 
Simulacijo sem izvedel pri NpT pogojih, kar pomeni, da so bili število delcev, tlak in 
temperatura konstantni [9]. Tak sistem je v kemiji pogost, saj se tudi reakcije večinoma 
izvajajo pri konstantnem tlaku (odprta posoda) [9]. 
Verjetnost, da se sistem nahaja v določeni konfiguraciji je pod temi pogoji sorazmerna 
[9]: 
 exp (−𝛽(𝑈 + 𝑝𝑉) + 𝑁 ln(𝑉)) (16) 
kjer je U energija stanja, p tlak, V volumen, N število delcev in 𝛽 =
1
𝑘𝐵𝑇
, kB je 
Boltzmannova konstanta, T pa absolutna temperatura. 
Dve stanji i in j, sta med seboj povezani z verjetnostjo za prehod med stanjema, pij, torej 
verjetnostjo, da iz stanja i pridemo v stanje j [8,9]. Tvoriti moramo Markovo verigo 
stanj – to je zaporedje dogodkov, za katerega veljajo določeni pogoji: Izid vsakega 
dogodka pripada končni množici izidov, ki ji pravimo fazni prostor, in izid vsakega 
dogodka je odvisen le od neposredno predhodnega dogodka [8,9]. Prav tako je 
pomembno, da Markova veriga zadosti ergodijskemu pogoju, kar pomeni, da je vsako 
stanje dosegljivo iz katerega koli stanja v končnem številu korakov [8,9]. Verjetnost 
prehoda med stanjema mora biti normalizirana (enačba 16) in veljati mora princip 
mikroskopske reverzibilnosti (enačba 17) [8,9] 
 ∑ 𝑝𝑖𝑗 = 1𝑗  (16) 
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 𝑝𝑖 ∙ 𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗 ∙ 𝑝𝑗𝑖 (17) 
𝑝𝑖 (𝑝𝑗) je verjetno, da se sistem nahaja v stanju i (j). 
Vendar pa vsako stanje k povprečju računane količine ne prispeva enakovredno, zato si 
želimo, da bi se sistem večino časa zadrževal v stanjih, ki so relevantna [8]. Pri 
klasičnem načinu vzorčenja izbiramo vsa stanja z enako verjetnostjo, a jih kasneje pri 
računanju povprečja upoštevamo z utežjo exp (−𝛽(𝑈 + 𝑃𝑉) + 𝑁 ln(𝑉)) [8,9]. Bolj 
uporabna je Metropolisova metoda vzorčenja, ki stanja iz množice možnih stanj izbira z 
Boltzmannovo verjetnostjo in jih nato pri računanju povprečja enakovredno upošteva 
[8]. 
Pri Metropolisovi metodi MC v NpT ansamblu lahko na vsakem koraku premaknemo 
naključno izbrani delec ali pa spremenimo volumen simulacijske celice. Ker je 
sprememba volumna računsko zahtevnejša, je pogosto večji delež korakov, kjer se 
premika delec. Po vsakem koraku izračunamo energijo stanja. V kolikor je energija 
novega stanja nižja od energije pred premikom, novo stanje sprejmemo, v nasprotnem 
primeru pa izračunamo verjetnost za prehod [9] 
 𝑝𝑠𝑛 = exp (−𝛽 [(𝑈𝑛 − 𝑈𝑠) + 𝑝(𝑉𝑛 − 𝑉𝑠) − 𝑁𝛽
−1ln (
𝑉𝑛
𝑉𝑠
)]) (18) 
Tu sta 𝑈𝑛 in 𝑈𝑠 energiji novega in starega stanja, 𝑉𝑛 in 𝑉𝑠 volumna novega in starega 
stanja, p tlak in N število delcev v sistemu. 
Vrednost 𝑝𝑠𝑛 primerjamo z naključno generiranim številom med 0 in 1. Če je naključno 
število manjše od dobljene vrednosti, novo stanje sprejmemo, v nasprotnem primeru pa 
obdržimo staro stanje. 
 
4.3 PROGRAM 
 
Program deluje po sledečem postopku: V kvadratni 2D simulacijski celice z začetno 
številčno gostoto, ρ, generira N naključno razporejenih molekul vode z naključno 
orientacijo (𝜃𝑖). Energijo začetnega stanja izračuna tako, da sešteje skupno energije 
vsakega para delcev, izračunane po enačbi 13. 
Nato na vsakem koraku izbere eno izmed treh opcij: (i) Naključno premakne naključno 
izbran delec, (ii) naključnemu delcu naključno spremeni 𝜃𝑖, ali pa (iii) naključno 
spremeni dolžino roba škatle. Pri tem imajo vse tri opcije določen maksimalen možen 
premik, izbran tako, da je razmerje med sprejetimi in zavrnjenimi stanji približno 1. 
Po vsakem koraku program izračuna energijo novega stanja in jo primerja z energijo 
pred premikom. V kolikor je energija novega stanja nižja, vedno sprejme novo stanje, v 
nasprotnem primeru pa se na podlagi enačbe 18 odloči, ali bo sprejel novo stanje, ali 
obdržal staro konfiguracijo. 
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Za simuliranje neskončnosti sistema sem uporabil periodične robne pogoje (angl 
periodic boundary conditions), kar pomeni, da je opazovan sistem obdan z identičnimi 
slikami samega sebe. Če se delec po premiku znajde zunaj simulacijske celice, ga 
program za preseženo dolžino doda v celico na nasprotnem robu. 
Izbrani delec bi tako lahko interagiral ne le s sosednjimi delci v opazovani simulacijski 
celici pač pa tudi z njihovimi slikami v bližnjih kopijah celice. Za računanje razdalje, in 
posledično energije med izbranim delcem in njegovimi sosedi, sem upošteval dogovor 
najbližje slike (angl. minimum-image convention), kar pomeni, da delec interagira le s 
tisto sliko soseda, ki mu je najbližje. 
Ko se je energija sistema ustalila, sem začel beležiti razdalje med delci, volumen škatle, 
energijo in entalpijo sistema, kvadratne vrednosti volumna in entalpije ter vrednost 
produkta entalpije in volumna. Te količine sem potreboval za izračun parske 
porazdelitvene funkcije in termodinamskih količin. 
 
4.4 TERMODINAMSKE IN STRUKTURNE KOLIČINE 
 
Termodinamske količine sem izračunal po ustaljenih zvezah. V vseh primerih sem 
uporabil povprečne vrednosti beleženih količin. Številčno gostoto sem izračunal po 
zvezi 𝜌 = 𝑁/𝑉, kjer je V volumen simulacijske celice, za katero velja 𝑉 = 𝐿2, saj gre za 
dvodimenzionalen sistem. 
Za izračun reduciranih količin – toplotne kapacitete, 𝐶𝑝
∗, izotermne stisljivosti, 𝜅∗, in 
koeficienta temperaturnega raztezka, 𝛼∗, – sem uporabil naslednje zveze: 
 𝐶𝑝
∗ =
〈𝐻∗2〉−〈𝐻∗〉2
𝑁𝑇∗2
 (19) 
 𝜅∗ =
〈𝑉∗2〉−〈𝑉∗〉2
𝑇∗〈𝑉∗〉
 (20) 
 𝛼∗ =
〈𝑉∗𝐻∗〉−〈𝑉∗〉〈𝐻∗〉
𝑇∗2〈𝑉∗〉
 (21) 
Tu je 𝐻∗ reducirana vrednost entalpije sistema (𝐻∗ = 𝐻/|𝜀HB|), 𝑉
∗ reduciran volumen 
sistema in 𝑇∗reducirana temperatura. Vrednosti znotraj trikotnih oklepajev predstavljajo 
povprečne vrednosti količin. 
Zanimala me je tudi parska porazdelitvena funkcija, ki je definirana kot razmerje med 
gostoto delcev v infinitezimalno široki krogelni lupini na razdalji r od izbranega delca 
in povprečno gostoto sistema 
 𝑔(𝑟) =
𝜌(𝑟)
𝜌
 (22) 
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5 REZULTATI 
 
Kot rečeno v poglavju 3 (slika 4), sem parametre modela vode s potencialom vrtnice 
(enačba 13) določil tako, da se je parska porazdelitvena funkcija modela kar najbolje 
ujemala s tisto od Mercedes-Benz modela vode pri temperaturi T* = 0,2 in tlaku p* = 
0,19. Glede na to, da gre za povsem različno potencialno funkcijo, mi je uspelo najti 
parametre modela, ki dajo presenetljivo dobro ujemanje strukture z MB modelom vode 
(tabela 1). Jakost in dolžino vodikove vezi, kakor tudi parametre Lennard-Jonesovega 
potenciala sem pustil identične tistim, ki veljajo za MB model vode. Širino na polovici 
vrha v preklopni funkciji (enačba 11) sem določil, tako da je bila oblika preklopne 
funkcije kar najbolj podobna eksponentni preklopni funkciji, ki se uporablja v MB 
modelu vode (slika 2). Kot glavna spremenljiva parametra modela sta bila torej 
koeficienta  𝑎1 in 𝑎2 v orientacijskem delu potencialne funkcije za opis vodikove vezi. 
Na sliki 3 vidimo, da lahko s potencialom vrtnice reproduciramo predvrh v g(r), kakor 
tudi glavni vrh v porazdelitveni funkciji. Višini obeh vrhov sta primerljivi s tistim od 
MB modela vode. Nadaljnji maksimumi in minimumi v g(r) so primerljivih vrednosti, 
le da so nekoliko premaknjeni k daljšim razdaljam v primerjavi z MB modelom vode.   
V nadaljevanju bom predstavil vpliv nekaterih parametrov modela (𝜖HB, 𝑟HB, 𝑟FWHM, 𝑎1 
in 𝑎2) na potek parske porazdelitvene funkcije ter temperaturno odvisnost parske 
porazdelitvene funkcije in omenjenih termodinamskih količin. Razen kadar je omenjeno 
drugače, sem uporabil parametre modela navedene v tabeli 1. 
 
5.1 VPLIV PARAMETROV MODELA NA POTEK PARSKE 
PORAZDELITVENE FUNKCIJE 
 
V tem razdelku si bomo pogledali, kako parametri potenciala vrtnice vplivajo na potek 
parske porazdelitvene funkcije, g(r). Vsi primeri bodo prikazani za ravnotežni sistem pri 
reducirani temperaturi 𝑇∗ = 0,2 in reduciranem tlaku 𝑝∗ = 0,19. 
Na sliki 5 je prikazan vpliv jakosti vodikove vezi, 𝜖HB, na potek parske porazdelitvene 
funkcije modela vode s potencialom vrtnice. Spreminjal sem le 𝜖HB, ostali parametri 
modela pa so enaki, kot v tabeli 1. Vidimo lahko, da sprememba vrednosti 𝜖HB vpliva 
na obliko g(r) v celotnem območju razdalj. Z naraščajočo vrednostjo 𝜖HB se predvrh 
znižuje, prvi vrh pa narašča. Prav tako vsi nadaljnji maksimumi in minimumi z 
večanjem vrednosti 𝜖HB postajajo bolj izraziti. g(r) z naraščajočo vrednostjo 𝜖HB postaja 
vse bolj strukturirana, podobno kot pri nižanju temperature. To je pričakovano, saj se z 
večanjem jakosti interakcij, ki jih pripisujemo vodikovi vezi med molekulama vode, 
sistem bolj uredi (strukturira). 
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Slika 5: Vpliv 𝜖𝐻𝐵 na obliko g(r) pri 𝑇
∗ = 0,2 in 𝑝∗ = 0,19: 𝜖𝐻𝐵 = 0,8 (modro), 1,0 (črno) in 1,2 (rdeče). 
Ostali parametri so navedeni v tabeli 1. 
Nadalje me je zanimal vpliv dolžine vodikove vezi, 𝑟HB, na potek parske porazdelitvene 
funkcije. Tokrat sem spreminjal le 𝑟HB, ostali parametri modela pa so enaki, kot v tabeli 
1. Naj spomnim, da je reducirana razdalja normirana na dolžino vodikove vezi, 𝑟∗ =
𝑟/𝑟HB, zato imajo vse g(r), prikazane na sliki 6, vrednost prvega vrha pri ena. Vidimo 
lahko, da sprememba 𝑟HB za 10 % znatno vpliva na obliko g(r). Predvrh oslabi (oziroma 
postane bolj podoben prevoju) tako pri zmanjšanju kot povečanju 𝑟HB. Z naraščajočo 
vrednostjo 𝑟HB se prvi vrh povečuje. Zanimivo je, da pri 𝑟HB = 1,1 dobimo izredno 
strukturirano obliko g(r), ki kaže na zelo urejeno strukturo sistema. Dobimo vrhove pri 
𝑟∗ = 1, 2, 3…, kar kaže na daljnosežno ureditev molekul vod na razdaljah 
mnogokratnika 𝑟HB. Vidimo pa tudi izrazite dodatne vrhove. Za te je verjetno 
odgovorna Lennard-Jonesova sredica, vendar bi za podrobno analizo teh vrhov 
potrebovali več informacij.  
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Slika 6: Vpliv 𝑟𝐻𝐵 na obliko g(r) pri 𝑇
∗ = 0,2 in 𝑝∗ = 0,19: 𝑟𝐻𝐵 = 0,9 (modro), 1,0 (črno) in 1,1 (rdeče). 
Ostali parametri so navedeni v tabeli 1. 
Na sliki 7 je prikazan vpliv parametra 𝑟FWHM na potek preklopne funkcije, s(r). 𝑟FWHM 
predstavlja širino na polovici vrha preklopne funkcije, s katero v potencial vrtnice 
vpeljemo razdaljo (enačba 11). Z nižanjem vrednosti 𝑟FWHM se krči interval razdalj 
okoli 𝑟HB, za katere je s(r) različna od nič. To pomeni, da bo verjetnost, da dve vodi 
tvorita vodikovo vez na razdalji 𝑟HB večja v primeru nižjih 𝑟FWHM. To se lepo vidi na 
sliki 8, kjer je prikazan vpliv 𝑟FWHM na potek parske porazdelitvene funkcije. Tudi tukaj 
sem spreminjal le 𝑟FWHM, ostali parametri modela pa so bili enaki, kot v tabeli 1. S 
spreminjanjem 𝑟FWHM se spremeni le višina prvega vrha v g(r), in sicer pada z 
naraščajočo vrednostjo parametra 𝑟FWHM. Ta parameter na predvrh nima vpliva. 
Opazimo lahko tudi, da se z večanjem 𝑟FWHM, vsi vrhovi v g(r) za malenkost 
premaknejo k daljšim razdaljam.  
Nazadnje si poglejmo še vpliv parametrov 𝑎1 in 𝑎2, ki definirata kotno odvisnost 
potencialne funkcije, 𝑟 = 𝑎1sin(3𝜃) + 𝑎2 sin
2(3𝜃). Na sliki 9 je prikazan potek te 
funkcije v odvisnosti od kota θ za primer 𝑎1: 𝑎2 = (0,60 : −0,40), (0,55 : −0,45) in (0,50 
: 0,50). Vpliv prametrov se pozna v odbojnem delu potencialne funkcije (pozitivne 
vrednosti). Pri vrednostih θ = π/6, 5π/6 in 9π/6 se s padanjem vrednosti 𝑎1 in 𝑎2 jakost 
odbojnega dela najbolj očitno zmanjšuje, in pade za vrednosti 𝑎1: 𝑎2 = 0,50; −0,50 na 
nič. Vrednosti parametrov 𝑎1 in 𝑎2 na privlačni del potencialne funkcije (negativne 
vrednosti) nimajo vpliva. Na sliki 10 je prikazan vpliv teh dveh parametrov na potek 
parske porazdelitvene funkcije. Ponovno sem spreminjal le 𝑎1 in 𝑎2, ostali parametri 
modela pa so bili enaki, kot v tabeli 1. Vidimo lahko, da se z manjšanjem vrednosti 𝑎1in 
𝑎2višina predvrha zmanjšuje, medtem ko prvi vrh narašča. Trend je podoben kot pri 
višanju jakosti vodikove vezi, 𝜖HB (slika 5). 
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Slika 7: Vpliv 𝑟𝐹𝑊𝐻𝑀 na obliko preklopne funkkcije, s(r): 𝑟𝐹𝑊𝐻𝑀 = 0,15 (modro), 0,2 (črno) in 0,25 
(rdeče). 
 
 
Slika 8: Vpliv 𝑟𝐹𝑊𝐻𝑀 na obliko g(r) pri 𝑇
∗ = 0,2 in 𝑝∗ = 0,19: 𝑟𝐹𝑊𝐻𝑀 = 0,15 (modro), 0,2 (črno) in 
0,25 (rdeče). Ostali parametri so navedeni v tabeli 1. 
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Slika 9: Vpliv parametrov 𝑎1 in 𝑎2 na obliko funkcije 𝑎1𝑠𝑖𝑛(3𝜃) + 𝑎2 𝑠𝑖𝑛
2(3𝜃); 𝑎1: 𝑎2=(0,50 : −0,50) 
(modro), (0,55; −0,45) (črno), (0,60; −0,40) (rdeče). 
 
 
Slika 10:Vpliv parametrov 𝑎1 in 𝑎2 na obliko g(r) pri 𝑇
∗ = 0,2 in 𝑝∗ = 0,19; 𝑎1: 𝑎2 =(0,50 : −0,50) 
(modro), (0,55; −0,45) (črno), (0,60; −0,40) (rdeče). Ostali parametri so navedeni v tabeli 1. 
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5.2 TEMPERATURNA ODVISNOST PARSKE PORAZDELITVENE 
FUNKCIJE 
 
Tukaj si bomo pogledali, kako se s temperaturo spreminja potek parske porazdelitvene 
funkcije in primerjali g(r) za model vode s potencialom vrtnice z rezultati za MB vodo 
pri različnih temperaturah. Vsi primeri bodo prikazani za ravnotežni sistem pri 
reduciranem tlaku 𝑝∗ = 0,19 in parametrih modela, navedenih v tabeli 1. 
Na sliki 11 je prikazan potek parskih porazdelitvenih funkcij modela voda s 
potencialom vrtince pri reduciranih temperaturah od 𝑇∗ = 0,28 do 𝑇∗ = 0,16 s 
korakom po 0,1. Vidimo lahko, da se z nižanjem temperature predvrh znižuje, prvi vrh 
pa narašča. Tudi vsi nadaljnji maksimumi in minimumi z nižanjem temperature 
postajajo močnejši. Podobne rezultate smo opazili že pri višanju 𝜖HB (slika 5), sistem se 
namreč z nižanjem temperature (višanjem 𝜖HB) vse bolj strukturira. Nekoliko bolj 
izstopa g(r) pri 𝑇∗ = 0,16 (slika 11 d, modra krivulja), kjer namesto izrazitega ločenega 
predvrha in prvega vrha dobimo nekakšen plato, vsi ostali maksimumi in minimumi pa 
se znatno povečajo. Prav tako je moč opaziti dodaten maksimum pri 𝑟∗= 2 in blage 
platoje pri ostalih večkratnikih dolžine vodikove vezi. Najverjetneje imamo pri tej 
temperaturi že začetek faznega prehoda in je zato sistem veliko bolj urejen. 
Sledi primerjava parskih porazdelitvenih funkcij modela vode s potencialom vrtnice in 
MB modela vode pri reducirani temperaturi 𝑇∗ = 0,24 (slika 12a), 0,20 (slika 12b), 0,18 
(slika 12c) in 0,16 (slika 12d). Širina Gaussove funkcije v MB modelu je bila 𝜎 =
0,085, ostali parametri (𝜎LJ, 𝜖LJ, 𝜖HB in 𝑟HB) pa so bili isti kot v modelu vode s 
potencialom vrtnice. Preostale parametre modela vrtnice (𝑎1, 𝑎2 in 𝑟FWHM) sem 
prilagodil tako, da sta se parski porazdelitveni funkciji za oba modela kar najbolje 
ujemali pri 𝑇∗ = 0,20 in 𝑝∗ = 0,19. Vidimo, da je ujemanje pri 𝑇∗ = 0,24 celo boljše, z 
nižanjem temperature pa se ujemanje g(r) med modeloma slabša. V vseh primerih so 
vrhovi pri modelu vrtnice premaknjeni k nekoliko daljšim razdaljam. Opazimo tudi, da 
je pri T∗ =0,24; 0,20 in 0,18 prvi vrh pri modelu vrtnice nekoliko nižji, medtem ko so 
predvrh ter vsi ostali maksimumi in minimumi malenkost višji. Pri 𝑇∗ =0,16 je 
odstopanje največje. Model vode s potencialom vrtnice pri tej temperaturi že kaže 
začetke faznega prehoda, medtem ko voda v MB modelu zmrzne pri nekoliko nižji 
temperaturi. 
21 
 
 
  
Slika 11:Potek g(r) pri temperaturah (a) od 𝑇∗ = 0,28 do 𝑇∗ = 0,25, (b) od 𝑇∗ = 0,24 do 𝑇∗ = 0,22, (c) 
od 𝑇∗ = 0,21 do𝑇∗ = 0,19 in (d) od 𝑇∗ = 0,18 do 𝑇∗ = 0,16. Ostali parametri so navedeni v tabeli 1. 
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Slika 12:Primerjava g(r) modelne vode s potencialom vrtnice (rdeče črte) in MB vode (črne črte) pri 
𝑝∗ = 0,19 in (a) 𝑇∗ = 0,24, (b) 𝑇∗ = 0,20, (c) 𝑇∗ = 0,18 in (d) 𝑇∗ = 0,16. Parametri modela so podani v 
tabeli 1. 𝜎 = 0, 085. 
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5.3 TEMPERATURNA ODVISNOST TERMODINAMSKIH KOLIČIN 
 
Poglejmo si še, kako se s temperaturo spreminja gostota, toplotna kapaciteta, izotermna 
stisljivost in koeficient temperaturnega raztezka za model vode s potencialom vrtnice. 
Vsi primeri bodo prikazani za ravnotežni sistem pri reduciranem tlaku 𝑝∗ = 0,19 in 
parametrih modela, ki so navedeni v tabeli 1. 
Na sliki 13 je prikazan potek reducirane gostote sistema v odvisnosti od reducirane 
temperature. Vidimo, da model odraža maksimum gostote v tekoče fazi, opazen okoli 
𝑇∗ = 0,17. Prav tako model pravilno predvidi, da je gostota ledu manjša od gostote 
vode, ter da s temperaturo narašča (pravilen negativen naklon). Razlika v gostoti med 
tekočo in trdno fazo je prav tako podobna eksperimentalnim opažanjem, je pa napačna 
predpostavka modela, da gostota ledu s temperaturo narašča. Graf nakazuje, da pride do 
faznega prehoda okoli temperature 𝑇∗ =0,15. Z MB modelom dobimo večjo razliko v 
gostoti med trdno in tekočo fazo, potek krivulje pa je sicer podoben [1]. Temperaturni 
trend za MB vodo in eksperimentalni podatki za vodo so podani na sliki 14. 
 
Slika 13: Spreminjanje reducirane gostote v odvisnost od reducirane temperature pri tlaku 𝑝∗ = 0,19. 
Parametri modela so navedeni v tabeli 1. 
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Slika 14: (a) Spreminjanje gostote v odvisnost od temperature za MB model vode ter (b) za 
eksperimentalno vodo (desno). Povzeto po referenci [1]. 
Reducirana toplotna kapaciteta modela vode s potencialom vrtnice v odvisnosti od 
reducirane temperature je prikazana na sliki 15. Fazni prehod lahko res opazimo v 
bližini temperature 𝑇∗ =0,15. V okolici faznega prehoda toplotna kapaciteta strmo 
naraste, z oddaljevanjem od faznega prehoda pa 𝐶𝑝
∗ pada tako z višanjem kot z nižanjem 
temperature. MB model da podoben potek krivulje (slika 16 a), z nekoliko večjo razliko 
med toplotnima kapacitetama trdne in tekoče faze [1]. Tudi eksperimentalna voda 
pokaže negativen naklon blizu točke faznega prehoda (slika 16 b), vendar je ta občutno 
manj strm kot v modelu vode s potencialom vrtnice. Pri višjih temperaturah eksperiment 
pokaže, da začne toplotna kapaciteta ponovno naraščati, medtem ko model vode s 
potencialom vrtnice predvidi padanje skozi celotno tekočo fazo. 
 
Slika 15: Spreminjanje reducirane toplotne kapacitete v odvisnosti od reducirane temperature pri tlaku 
𝑝∗=0,19. Parametri modela so navedeni v tabeli 1. 
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Slika 16: (a) Spreminjanje toplotne kapacitete v odvisnosti od temperature za MB model vode ter (b) za 
eksperimentalno vodo. Povzeto po referenci [1]. 
Slika 17 prikazuje temperaturno odvisnost reducirane izotermne stisljivosti. Vidimo, da 
𝜅∗ s temperaturo narašča v celotnem območju. Krivulja se v bližini faznega prehoda 
(𝑇∗ = 0,15) prelomi. Podoben potek dobimo tudi z MB modelom, s to razliko da MB 
model pokaže zelo plitek minimum v tekoči fazi [1], slika 18. Model vode s 
potencialom vrtnice se z eksperimentom ujema pri višjih temperaturah, kjer 𝜅∗ pada z 
nižanjem temperature. Z bližanjem zmrzišču pa pri eksperimentu vrednosti 𝜅∗ začnejo 
naraščati, pri čemer se ustvari globok minimum,  medtem ko model vode s potencialom 
vrtnice vseskozi kaže pozitiven naklon. 
 
Slika 17: Spreminjanje reducirane izotermne stisljivosti v odvisnosti od reducirane temperature pri tlaku 
𝑝∗=0,19. Parametri modela so navedeni v tabeli 1. 
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Slika 18: (a) Spreminjanje izotermne stisljivosti v odvisnosti od temperature za MB model vode ter (b) za 
eksperimentalno vodo. Povzeto po referenci [1]. 
Za konec si poglejmo še temperaturno odvisnost reduciranega koeficienta 
temperaturnega raztezka. Na sliki 19 vidimo, da 𝛼∗ strmo pade v bližini faznega 
prehoda (med 𝑇∗=0,15 in 0,16), z oddaljevanjem od faznega prehoda pa 𝛼∗ narašča. V 
tekoči fazi dobimo vrednost 0 blizu temperature 𝑇∗=0,17, kar se ujema z maksimumom 
gostote (slika 13). Ponovno je ujemanje z eksperimentom boljše pri višjih temperaturah, 
kjer 𝛼∗ narašča z višanjem temperature. V območju trdne faze pa je ujemanje med 
eksperimentom in modelom slabše. Iz eksperimenta je namreč razvidno, da pri nizki 
temperaturi 𝛼∗ narašča z višanjem temperature, medtem ko model pokaže negativen 
naklon. Prav tako model predvidi negativen 𝛼∗ ledu v preučevanem območju, kar je 
zmotno. Led se namreč s segrevanjem širi, ne pa krči, kot to prikaže model. Potek 
krivulje se sicer dobro ujema z MB modelom, vključno z nepravilnostjo v trdni fazi [1], 
slika 20. 
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Slika 19: Spreminjanje reduciranega koeficienta temperaturnega raztezka v odvisnosti od reducirane 
temperature pri tlaku 𝑝∗=0,19. Parametri modela so navedeni v tabeli 1. 
 
 
 
Slika 20: (a) Spreminjanje koeficienta temperaturnega raztezka v odvisnosti od temperature za MB model 
vode ter (b) za eksperimentalno vodo. Povzeto po referenci [1]. 
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6 ZAKLJUČEK 
 
Napisal sem računalniški program za simulacijo Monte Carlo v NpT ansamblu, s 
pomočjo katerega sem preučeval model vode s potencialom vrtnice. Ta model sodi med 
enostavnejše 2D modele. Je bolj preprost od Mercedes-Benzovega (MB) modela, saj 
namesto štirih interakcijskih mest, značilnih za MB model, model vode s potencialom 
vrtnice uporablja le eno, zaradi česar je računski čas v primerjavi z MB modelom 
znatno krajši. 
Za izhodiščni sistem sem parametre modela prilagodil, tako da se je parska 
porazdelitvena funkcija, g(r), kar najbolje ujemala z MB vodo pri reducirani temperaturi 
𝑇∗ = 0,2 in reduciranem tlaku 𝑝∗ = 0,19. Parametre modela sem nato spreminjal in 
opazoval njihov vpliv na potek g(r). Z večanjem jakosti vodikove vezi se je sistem bolj 
strukturiral, kar v g(r) vidimo kot ojačane maksimume in minimume. Trend je bil 
podoben pri manjšanju parametrov 𝑎1 in 𝑎2, ki vplivata na jakost odbojnega dela 
funkcije za opis vodikove vezi. 
Nadalje me je zanimalo, kako na parsko porazdelitveno funkcijo vpliva temperatura in 
kako se g(r) modela vode s potencialom vrtnice primerja z MB modelom za različne 
temperature. Nižanje temperature je predvideno imelo podoben vpliv kot večanje jakosti 
vodikove vezi – sistem se je bolj uredil. Rezultati so pokazali, da se g(r) omenjenih 
modelov dobro ujemata pri višjih temperaturah, z nižanjem temperature pa je ujemanje 
slabše. Pri 𝑇∗ = 0,16 je bila opazna večja razlika, saj je voda v modelu vode s 
potencialom vrtnice že začela zmrzovati, MB voda pa še ne. 
Zanimala me je tudi temperaturna odvisnost termodinamskih količin modela vode s 
potencialom vrtnice (gostota, toplotna kapaciteta, izotermna stisljivost in koeficient 
temperaturnega raztezka). Potek omenjenih količin se je v preučevanem območju 
temperatur (od 𝑇∗ = 0,10 do 𝑇∗ = 0,28) kvalitativno skladal z MB modelom. 
Iz rezultatov je razvidno, da je model vode s potencialom vrtnice kljub svoji preprosti 
sposoben zajeti nekatere anomalne lastnosti vode. Z modelom je moč opaziti 
maksimum gostote v tekoči fazi, prav tako model pokaže, da je gostota ledu manjša od 
gostote vode. S primerno izbiro parametrov dobimo rezultate, ki so podobni nekoliko 
bolj zahtevnemu MB modelu. Zaradi izredno kratkega računskega časa in trendov, 
primerljivih tudi z eksperimentalno vodo, je model primeren za računanje povprečij 
termodinamskih količin z uporabo statistične mehanike. V trdnem stanju je, podobno 
kot pri MB modelu, ujemanje nekaterih lastnosti z eksperimentom slabše. Ujemanje bi 
morda lahko izboljšali, če bi parametre modela prilagodili izrecno za preučevanje 
izbrane lastnosti. 
V nadaljevanju dela bi lahko preverili, ali je možno parametre modela vode s 
potencialom vrtnice prilagoditi, tako da bi dal kvantitativno ujemanje z 
eksperimentalnimi podatki za vodo. Model bi lahko tudi uporabili za študij hidratacije 
enostavnih nepolarnih topljencev. Z vključitvijo dipola v potencialno funkcijo pa tudi za 
solvatacijo ionov.   
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